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رمضانͬ مریم ربیعͬ، حمیدرضا
۱۴۰۳ بهار

۱۴۰۳ خرداد ۱۲ انتشار: تاریخ ششم تئوری تمرین نرم فضای بردار، و ماتریس مشتق مربعات، کمترین

کنید. مطرح کوئرا سامانه در را تمرین این درمورد خود پرسش های .۱

جداگانه بەصورت عملͬ و تئوری تمارین برای مقدار این کنید. استفاده تاخیر روز ۱۶ از ͬ توانید م نیم سال طول در مجموع در شما تاخیر: با ارسال سیاست .۲
ͬ شوند. م گرد بالا به و شده محاسبه ساعت مقیاس با تاخیرها ͬ شود. م حساب

مشورت یͷ دیͽر با کلͬ ایدەی آوردن بەدست یا و ابهام رفع برای تمارین حل در ͬ توانند م دانشجویان تمارین: کردن حل در دانشجویان مشارکت سیاست .۳
آوردن بەدست اما شود. یادگیری تقویت موجب ͬ تواند م گروهͬ کار و هم فکری که چرا ͬ باشد؛ م درس ارائەی تیم تشویق و تایید مورد کار این کنند. همفکری و
ذکر را کردید همفکری آن ها با که افرادی نام خود ارسالͬ پاسخ های انتهای در حتما شود. انجام دانشجو خود توسط تماما باید پاسخ نگارش و راەحل جزئیات

کنید.

۱



۱۴۰۳ خرداد ۲۰ تحویل: تاریخ نمره) ۱۰۰) سوالات

نمره) ۲۵) ۱ پرسش

است. ویژه مقدار ͷی c دهید نشان باشد، c ستون هر های درایه مجموع که طوری به باشد n× n ماتریس ͷی A و c ∈ IR اگر نمره) ۱۲) (آ)

حقیقͬ توابع برداری فضای در eλ1x, eλ2x, ..., eλnx توابع مجموعه که کنید ثابت باشند. متمایزی حقیقͬ اعداد λ1, λ2, ..., λn کنید فرض نمره) ۱۳) (ب)
هر ازای به که کنید تعریف طوری V روی را T عملͽر و باشد V = span(eλ1x, eλ2x, ..., eλnx) کنید فرض (راهنمایی: ͬ اند. خط مستقل R روی

(Tf = f ′ باشیم داشته f ∈ V تابع

پاسخ

نمره) ۱۲) (آ)
بͽیرید. نظر در را v = [۱, . . . , ۱]T بردار است. AT ویژه مقدار c که کنیم ثابت کافیست لذا برابرند. AT و A های ویژه مقدار که کنید دقت

AT v = AT


۱
۱
...
۱

 =


c
c
...
c

 = cv

است. ویژه مقدار ͷی c نتیجه در است. c برابر سوال فرض طبق که است AT سطر ͷی های درایه مجموع واقع در شده حاصل ضرب از درایه هر

V داخل تابع هر ازای به که ͬ کنیم م تعریف طوری V روی را T عملͽر آنگاه باشد. V = span(eλ1x, eλ2x, ..., eλnx) ͬ کنیم م فرض نمره) ۱۳) (ب)
داشت: خواهیم کنیم، جایͽذاری بالا رابطه در را f = eλix اگر حال .Tf = f ′ باشیم داشته

Teλix = λie
λix

حقیقͬ اعداد λ۱, ..., λn سوال فرض طبق که آنجایی از حال است. eλix نیز آن متناظر ویژه بردار و بوده T برای ویژه مقدار ͷی λi که دید ͬ توان م پس
ͬ اند. خط مستقل (eλ۱x, ..., eλnx)) نیز آن ها با متناظر ویژەهای بردار پس هستند، متمایز و

بͽیرید: نظر در را زیر بهینەسازی مسئله نمره) ۲۵) ۲ پرسش

ⅿinx∥W۱(Ax− b)∥۲
۲ + ∥W۲(x− c)∥۲

۲

بیابید. را بهینه x هستند. بردار جنس از c و b ،x و ماتریس جنس از W۲ و ،A ،W۱ آن در که
پاسخ

f(x) = (Ax− b)TWT
۱ W۱(Ax− b) + (x− c)TWT

۲ W۲(x− c)

f(x) = xTATWT
۱ W۱Ax− ۲bTWT

۱ W۱Ax+ bTWT
۱ W۱b+ xTWT

۲ W۲x− ۲cTWT
۲ W۲x+ cTWT

۲ W۲c

: ͬ گذاریم م ۰ برابر را آن و ͬ گیریم م گرادیان  حالا

∇f = ۲ATWT
۱ W۱Ax− ۲ATWT

۱ W۱b+ ۲WT
۲ W۲x− ۲WT

۲ W۲c = ۰

(ATWT
۱ W۱A+WT

۲ W۲)x = ATWT
۱ W۱b+WT

۲ W۲c

x = (ATWT
۱ W۱A+WT

۲ W۲)
−۱(ATWT

۱ W۱b+WT
۲ W۲c)

نمره) ۳۰) ۳ پرسش

نمره) ۱۰) (آ)
باشند. zn×۱ بردار حسب بر تابعͬ دو هر xn×۱ بردار و yn×۱ بردار کنید فرض

: داشت خواهیم باشد z از مستقل n× n ماتریس ͷی A که طوری به باشد α = yTAx اگر که دهید نشان

∂α

∂z
= xTAT ∂y

∂z
+ yTA

∂x
∂z

نمره) ۱۵) (ب)
باشد. شده تعریف F = tr[AXBXCT ] که طوری به باشند ماتریس چهار A,B,C,X اگر

آورید. دست به را ∂tr[AXBXCT ]

∂X
عبارت مقدار

پاسخ

۲



باشند. Z بردار حسب بر تابعͬ دو هر که طوری به باشند n× ۱ بردار دو Y و X بردارهای کنید فرض نمره) ۱۰) (آ)
: ͬ دانیم α،م = Y TX اگر

α =

n∑
i=۱

xiyi =⇒
∂α

∂zk
=

n∑
i=۱

(xi
∂yi
∂zk

+ yi
∂xi

∂zk
) =⇒ ∂α

∂Z
= XT ∂Y

∂Z
+ Y T ∂X

∂Z

: میͺنیم تعریف
wT = yTA

داریم: سوال فرض به توجه با
α = wT x

داریم: قبل بخش از آمده دست به نتیجه به توجه با
∂α

∂z
= xT ∂w

∂z
+ wT ∂x

∂z

: داشت خواهیم w جایͽذاری با
∂α

∂z
= xTAT ∂y

∂z
+ yTA

∂x
∂z

نمره) ۱۵) (ب)
: داریم آنگاه باشد. F = tr[AXB] که بͽیرید نظر در ابتدا

F =
∑
i

[AXB]ii =
∑
i

∑
j

Aij [XB]ji =
∑
i

∑
j

Aij

∑
k

XjkBki =
∑
i

∑
j

∑
k

AijXjkBki

∂F

∂Xjk
=

∑
i

AijBki = [BA]kj

=⇒ ∂tr[AXB]

∂X
= ATBT

: داشت خواهیم آمده دست به نتیجه از استفاده با حال

∂tr[AXBXCT ]

∂X
=

∂tr[AXD]

∂X
+

∂tr[EXCT ]

∂X
= ATDT + ETC

: داریم E = AXB ، D = BXCT جایͽذاری با حال

∂tr[AXBXCT ]

∂X
= ATCXTBT +BTXTATC

بود. خواهد برقرار زیر عبارت آنگاه E ∈ Rn×n باشیم داشته و v ̸= ۰ ، v ∈ Rn اگر که دهید نشان نمره) ۲۰) ۴ پرسش

∥E(I − vvT

vT v
)∥۲

F = ∥E∥۲
F − ∥Ev∥۲

۲
vT v

∥A∥۲
F = trace[AAT ] : فربنیوس نرم تعریف

کنید.) بررسͬ P :=
vvT

vT v
برای را orthogonal projection خواص : (راهنمایی

P :=
vvT

vT v
باشیم داشته کنید فرض پاسخ

ͬ کنیم: م ساده را شده داده عبارت فربنیوس نرم تعریف از استفاده با حال

∥E − EP∥۲
F = trace[(E − EP )(E − EP )T ] = trace(EET − EPTET − EPET + EPPTET )

: ͬ دهد م نتیجه که است orthogonal projection ͷی که ͬ دانیم م P تعریف به توجه با

PT = P, P ۲ = PPT = P

∥E − EP∥۲
F = trace(EET − EPET − EPET + EPET ) = trace(EET − EPET ) = trace(EET − EP (EP )T )

۳



= trace(EET )− trace[EP (EP )۲] = ∥E∥۲
F − ∥EP∥۲

F

∥EP∥۲
F =

∥Ev∥۲
۲

vT v
: دهیم نشان است کافͬ حال

∥EP∥۲
F = trace[(EP )TEP ] = trace(PTETEP ) =

trace(vvTETEvvT )

(vT v)۲

=
vTETEV · vT v

(vT v)۲ =
∥Ev∥۲

۲
vT v

۴


